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PERMBLEDHJE

Né kété punim kemi paragitur njé proceduré té
thjeshté dhe té shpejté pér llogaritjen e forcave aksiale
gé veprojné né dredhat e solenoidit té Biterit, d.m.th.
solenoidit densiteti i rrymés i té cilit ndryshon né
ményré té zhdrejté me rrezen. Procedura bazohet né
pérdorimin e funksionit llogarités té forcés aksiale.
Kétu kemi sjellé shprehjen gjysmanalitike té funksionit
llogarités e cila pérmban njé term analitik gé shprehet
me anén e integralit eliptik té ploté té llojit té dyté dhe
njé integral, me funksion nénintegral té vazhdueshém,
i cili duhet té llogaritet numerikisht. Rezultatet e marra
me procedurén e paragitur i kemi ballafaquar me ato
té pérftuara nga njé metodé alternative. Rezultatet e
marra nga té dy metodat jané né pérputhje mjaft té
miré me njéra-tjetrén.

Fjalét gelés: Forca magnetike, forca aksiale, solenoidi i
Biterit, funksioni llogarités, bobinat rrethore.

ABSTRACT

The aim of this paper is to present a simple and quick
procedure for the calculation of axial forces acting on
the spires of Bitter’s solenoid, e.g. the solenoid in
which current density in its spires varies inversely with
the radius. The procedure is based on the use of
calculating function of the axial force. We have
brought a semi-analytical expression of the calculating
function which involves a analytical term that is
expressed by the complete elliptic integral of second
kind and an integral, with continuous integrand, that
have to be evaluated numerically. The results obtained
by the proposed procedure are compared with ones
obtained by an alternative method. Obtained results
by these methods are in very good agreement with
each other.

Key words: Magnetic force, axial force, Bitter’s
solenoid, calculating function, circular coils

1. Hyrje

Vlerésimi i forcave té bashkéveprimit né sistemet
magnetike pérbén njé detyré mjaft té réndésishme pér
analizén dhe projektimin e tyre. Zakonisht, pér
llogaritien e forcave magnetike, né hapin e paré
pércaktohet shpérndarja e fushés magnetike. Mé tej,
njehsimi i forcave béhet ose me ndihmén e forcés sé
Lorencit, ose té tensorit té sforcimeve té Maksuellit,
ose népérmjet derivimit té energjisé sé fushés
magnetike né lidhje me koordinatat e pérgjithésuara té
sistemit. Saktésia e llogaritjes sé forcave né kéto raste,
varet nga saktésia e llogaritjes sé fushés magnetike.
Metodat numerike té bazuara né elementet e fundme
dhe né elementet kufitare, ndonése pérdoren
gjerésisht pér zgjidhjen e problemeve
elektromagnetike, shfagin probleme té saktésisé né
aférsi té thyerjeve té kufijve té zonave, pavarésisht nga
numri i elementeve té pérdorura [1]. Pér rritjen e
saktésisé, disa autoré u drejtohen metodave analitike
si ajo e ndarjes sé variablave [2], apo metodés sé
pasqyrimeve konforme [3]. Njé drejtim tjetér pér
rritien e saktésisé éshté llogaritja e drejtpérdrejté e
forcave, duke eliminuar, né kété ményré, hapin e
llogaritjes sé fushés magnetike. Pér sistemin e rrymave
né hapésirén ajrore llogaritja e forcave sipas kétij
drejtimi sillet né llogaritjen e integraleve té caktuara.
Pér shpérndarjet e rrymave mé té pérdorshme né
praktiké, si¢ jané rrymat drejtvizore dhe rrethore, né
disa punime sillen procedura dhe shprehje llogaritése
pér vlerésimin e forcave. Késhtu, né [4] jepen disa
tabela dhe formula pér llogaritjen e forcés aksiale
ndérmjet bobinave rrethore koaksiale té tipave té
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ndryshém, kurse né [5, 6] jepen shprehjet analitike dhe
gjysmanalitike té forcés, pér nxjerrjen e té cilave
shfrytézohet fakti qé forca éshté proporcionale me
derivatin e induktivitetit reciprok. Theksojmé gé numri
i punimeve pér llogaritjen e forcave ndérmjet bobinave
éshté mjaft i vogél, i krahasuar me numrin e punimeve
pér llogaritjen e induktiviteteve reciproke [7-9].

Né kété punim kemi paragitur njé proceduré té shpejté
dhe efikase pér llogaritien e forcave aksiale qé
veprojné né dredhat e solenoidit té Biterit. | projektuar
pér krijimin e fushave magnetike té fugishme dhe, pér
rrjedhojé, pér té pérballuar forca té médha, dredhat e
kétij solenoidi pérfagésojné disqe unazore rrethore né
té cilat densiteti i rrymés ndryshon né ményré té
zhdrejté me rrezen [10, 11]. Procedura e llogaritjes, né
themelin e sé cilés géndron llogaritja e integralit té
forcés, bazohet né pérdorimin e kuptimit té funksionit
llogarités [12, 13] té ndértuar pér rastin e analizuar.
Kemi sjellé shprehjen gjysmanalitike té funksionit
llogarités e cila pérbéhet nga njé term analitik dhe njé
term i cili duhet té llogaritet numerikisht. Termi analitik
shprehet me anén e integralit eliptik té ploté té llojit té
dyté, kurse termi tjetér pérfagéson njé integral té
njéfishté. Funksioni nénintegral i kétij integrali éshté i
vazhdueshém, prandaj pér llogaritjen e tij mund té
pérdoret njé proceduré standarde e integrimit
numerik. Rezultatet e marra me procedurén e
paraqitur i kemi ballafaguar me ato té marra me njé
metodé alternative, e cila bazohet né modelimin e
solenoidit me anén e bashkésisé sé disqeve unazore
rrethore me té njéjtén rrymé. Rezultatet e marra
pérputhen mjaft miré me njéra-tjetrén.

2. Shprehja e forcés aksiale

Né figurén 1(a) jané dhéné pérmasat e solenoidit té
Biterit me Ns dredha, népér té cilin rriedh rryma Is.
Duke pranuar hapin e péshtjellés p mjaft té vogél,
thurjen spirale té solenoidit mund ta modelojmé me
saktési té pranueshme me anén e dredhave rrethore,
ku secilén prej tyre mund ta konsiderojmé njé disk
unazor rrethor i cili shtrihet né planin e mesit té
dredhés. Pérveg késaj, veprimin e solenoidit né térési
mund ta barasvlerésojmé me veprimin e pércjellésit
masiv unazor rrethor me té njéjtat pérmasa népér té
cilin rrjedh rryma Ngls. Pér rrjedhojé, llogaritja e forcés
aksiale gé vepron mbi ¢do dredhé té solenoidit mund
té sillet né llogaritien e forcés aksiale gé ushtron
pércjellési masiv mbi diskun unazor rrethor koaksial
me té dhe népér té cilin rrjedh rryma I, = [s, si¢ éshté
treguar né figurén 1(b).
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FIGURA 1. (A) SOLENOIDI | BITERIT, DHE (B)
MODELI | PERDORUR.
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Né sistemin cilindrik té koordinatave té treguar né
figurén 1(b) rrymat e té dy bobinave kané vetém
komponenten azimutale, kurse shpérndarjet e
densiteteve té rrymés té pércjellésit masiv js dhe té
diskut unazor j, jané pérkatésisht

J
js(rs,zs)==, R, <rg <R, —-L<zs<L, (1a)
I

. Iy

iblb,2p)=—, R;<rp <R, (1b)
b

ku konstantet Js dhe J, lidhen me parametrat e

pércjellésit masiv dhe té diskut unazor si mé poshté

Ngls lp=ls

Jo=— SS —_D7TS
* " 2R, /R,) >Ry R)

Si pasojé e simetrisé sé sistemit té bobinave, forca e
bashkéveprimit pérmban vetém komponenten aksiale.
Pér llogaritien e késaj force pikénisje éshté forca e

bashkéveprimit ndérmjet dy kontureve rrethore
koaksiale
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Mo 2T lilk2RkRg2Hcos 6d6
2
20 (R,%1 +R2, +H? —2R, Ry, cos 9)3/

FK = (3)

ku B, éshté konstantja magnetike e hapésirés ajrore, /¢,
dhe Iy, jané rrymat e kontureve pérkatésisht me rreze
Ri1 dhe Ry,, kurse H éshté largésia ndérmjet planeve té
kontureve.

Forca aksiale ndérmjet bobinave té analizuara merret
nga integrimi i shprehjes (3) sipas prerjeve térthore té
bobinave, ku konturi 1 zévendésohet me konturin
elementar me rrymé js(rs, zs)drsdzs dhe koordinata (rs,
Zs), kurse konturi 2 zévendésohet me konturin
elementar me rrymé jp(rp, zp)drp dhe koordinata (rp,
zp). Shprehja e forcés, né trajté integrale, duke pasur
parasysh (1) dhe (2), rezulton

11oNl2 (2, —25)cos 6dO

F—ijdz Idr Idr
4an’®,/R)L R ok D

3. Procedura e propozuar

Njohja e njé primitive té integralit (4) do ta sillte
problemin thjesht né zévendésimin e kufijve té
integralit. Né pérgjithési, integralet e kétij tipi nuk
mund té integrohen né trajté té fundme dhe i vetmi
rast i njohur prej nesh, ku forca ndérmjet bobinave
rrethore shprehet né ményré analitike, éshté ai
ndérmjet dy solenoidéve koaksialé. Pér rastet e tjera
jepen shprehje gjysmanalitike té forcés té cilat
pérbéhen nga dy terma, njéri analitik dhe tjetri njé
integral, i cili llogaritet né ményré numerike [5, 12, 13].
Procedura e propozuar géndron né ndértimin dhe
pérdorimin e funksionit llogarités pér rastin e
analizuar, i cili éshté njé primitivé e normuar e
integralit (4). Si funksion plotésisht i pércaktuar,
funksioni llogarités mund té studiohet duke e sjellé né
trajté té pérshtatshme pér llogaritje. Gjithashtu pér
zona té caktuara té ndryshimit té variablave mund té
pércaktohen shprehje té péraférta.

3.1. Pércaktimi i funksionit llogarités

Duke pranuar R, si madhési bazé té gjatésisé, né
bashkésiné e primitivave té normuara té integralit (4),
si funksion Ilogarités zgjedhim funksionin e méposhtém

Fr, Z)—IdCJdRIde = Q“Qj;se‘i -
r +p° + pCos

Forca aksiale gqé vepron mbi dredhé shprehet me anén
e funksionit llogarités té mésipérm si mé poshté

_Ho NslR, R zo+l) R zp-L (6)
4m 2LIn*(R,/R,)| Ry~ R, R, R,

0 \/rS -%—rD +(zp —zS) —2rgr, cos O

3.2. Shprehja e funksionit llogarités

Funksioni llogarités i forcés (5) nuk mund té integrohet
né trajté té fundme pér té gjitha vlerat e argumenteve
té tij. Né trajté analitike ai mund té shprehet vetém pér
vlera té veganta té tyre. Funksioni llogarités mund té
sillet né trajtén e dy termave, ku njéri term shprehet
analitikisht me anén e integralit eliptik té ploté té llojit
té dyté, kurse termi i dyté pérfagéson njé integral té
njéfishté, me funksion nénintegral té vazhdueshém,
pér integrimin e té cilit mund té pérdoret njé
proceduré e zakonshme e integrimit numerik.

Mbas integrimit sipas variablave B, R dhe B dhe pas
integrimit t& pjesshém sipas @, shprehja e funksionit
llogarités (5) né trajté gjysmanalitike rezulton

F(r,z)=16m] iE(k)——E(k )——E(k )
ks (7)

n/2 7
+4n [ | 2f(r,z,0)—f(1,2,0)— r‘f(l,f,ﬁj do
r

(4) 0

ku E(k) éshté integrali eliptik i ploté i llojit té dyté
L A
= [ 4/1-k”sin" Bdf (8)
0
pérkatésisht me modulet k, k; dhe k,
4r 5 4 5 4r?

k? = L k? = L ki=—— (9
42422 412 7 42

Né (7) me f éshté shénuar funksioni

cos O 0 rsin? 0+ 22 cos O 4 rsin? 022 cos O
f(r,z,0)=z——| tan —tan

sin@ zsinOY~ zsinOY*
(10)

ku

*=\/1+r2+zzizrcose (11)

Funksioni nénintegral né shprehjen (7) éshté i
vazhdueshém pér @ = 0. Duke zbé&rthyer né seri rrotull
pikés @ = 0 dhe duke u kufizuar vetém né dy termat e
paré té zbérthimit vlera e funksionit nénintegral
rezulton

f(r,z,O):2\2\+\/4+z2 w4t 422 —\/(l—r)2 +22
(12)
Pér z = 0 funksioni llogarités (5) shprehet né ményré

analitike e cila nga (7) rezulton

(5)
F(r,0)=16m[(1+r)E(k,) —1—r] (13)

ku moduli kg merret nga moduli k duke zévendésuar né
téz=0
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k2 _ 4r
(U 2
(I+r)
Pér r = 0 dhe z = 0 marrim vlerén e méposhtme té
funksionit F

F(0,0) =8n(r—2) (15)

(14)

3.3. Shprehje té péraférta

Pér llogaritijen e funksionit llogarités, pér zona té
caktuara té variablave r dhe z, mund té shfrytézohen
shprehje té péraférta. Mé poshté do té sjellim vetém
njé shprehje té pérafért e cila éshté e vlefshme pér 0 <
r < 1. Ajo merret nga zbérthimi né seri sipas 1/z té
funksionit llogarités (5)

2
A A A
F(r,2) = —— [A0—3 2 2 j——35—§} (16)
2|Z| 27z 8z 32 2

ku konstantet Ag, A,, A; dhe Ag jané
Ao =(1-r?)?
A, =1-r? —r* 4r°

_17_~2_9.4 _~6_ 178
Ay=7F-2r"=3r =2r"+r

(17)
Ag =5-r2—4r* —4r® ¥ 4510

Shprehja (16) jep njé gabim jo mé té madh se 1.5% né
llogaritjen e funksionit F pér z > 3, gabim i cili
zvogélohet deri né 0.02% pér z > 5, qé do té thoté njé
pérputhje né 3 shifra me vleré. Pér z > 10 pérputhja
midis vlerés sé sakté dhe asaj té pérafért arrin né 6
shifra, ndérsa pér z> 20 né 8 shifra.

4. Shembull numerik

Si shembull ilustrativ kemi analizuar solenoidin e Biterit
me rreze pérkatésisht R; = 150 mm, R, = 300 mm, hap
té péshtjellés p = 13 mm dhe numér dredhash Ng = 21.
Do té llogaritim forcén aksiale gé vepron né dredhén
np =13, né qofté se rryma e solenoidit éshté /s = 10 kA.
Gjatésia e solenoidit éshté

2L=Ngp=273mm

kurse koordinatat e dredhés sé analizuar, pér sistemin
koordinativ té treguar né figurén 1(b) rezulton

zp =91mm

Né bazé té kérkesave té shprehjes (6), llogaritim

2
Ko NglsR,

Ho = =4.803159 x10?
4n 2LIn*(R, /R,)
R L
r=—1 05,7, =205 _0.758333,
R, R,
zp —L
2, = =-0.151667
2

si dhe vlerat e funksionit llogarités pér vlerat e
mésipérme té variablave r dhe z, té cilat né bazé té
shprehjes (7) jané

F(r,z;)=1.518232 dhe F(r,z,)=5.622810

Atéheré, madhésia e forcés qé vepron né dredhén e
shqyrtuar rezulton

F=1.971419x10° N (18)
Pér té testuar procedurén e propozuar, dredhat e
solenoidit i kemi modeluar me disge unazore rrethore.
Forca gé vepron né diskun np llogaritet si shumé e
forcave gé ushtrojné disqet e tjera

NS
F= XF, (19)

n=1

n¢nD
ku F, éshté forca gé ushtron disku me indeksin n mbi
diskun me indeksin n,. Duke pérdorur procedurén e
dhéné né [12] pér F,, nga (19) marrim rezultatin e
méposhtém té forcés gé ushtrohet né dredhén me np=
13

F=1.969913x10° N
e cila ndryshon nga vlera e dhéné né (18) vetém me
0.08%.

PERFUNDIME

Né kété punim paraqgitém njé proceduré té thjeshté
dhe efikase pér llogaritjen e forcés aksiale gé vepron
né dredhat e solenoidit té Biterit, d.m.th. solenoidit
densiteti i rrymés né dredhat e té cilit ndryshon né
pérpjesétim té zhdrejté me rrezen. Ajo konsiston né
pérdorimin e funksionit llogarités té forcés aksiale té
ndértuar pér kété géllim.
Funksioni llogarités éshté sjellé né trajtén e dy termave
ku njéri éshté shprehur analitikisht me anén e integralit
eliptik té ploté té llojit té dyté, kurse tjetri éshté njé
integral i cili mund té integrohet me anén e njé
procedure té zakonshme té integrimit numerik. Pér
vlera té vecanta té variablave, pér funksionin llogarités
éshté sjellé shprehja analitike e tij, si dhe njé shprehje
e pérafért.
Rezultatet e marra me anén e procedurés sé paraqitur
pérputhen mjaft miré me rezultatet e marra me njé
metodé alternative tjetér.
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