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PERMBLEDHIJE

Njé ményré efikase e zgjidhjes sé sistemeve lineare qé burojné prej barazimeve diferenciale té diskretizuara né
rrjeta, éshté ajo e pérdorimit té rrjetave té shuméfishta. Konkretisht, pérdorimi i algoritmit me dy rrjeta ka si synim
té reduktojé mbetjen né njé rrjeté mé té rrallé se rrijeta mbi té cilén kérkohet zgjidhja e problemit; té zgjidhé
problemin né rrjetén mé té rrallé dhe té interpolojé zgjidhjen né rrjetén e dendur, pra né rrjetén origjinale. Kéto
hapa iterohen derisa norma e mbetjes té béhet mé e vogél se njé tolerancé e paracaktuar. Né kété punim, kemi
implementuar algoritmin e mésipérm né rastin e operatorit kiral té Dirac-ut né rrjeté, operatorin e mbulimit té
Neuberger-it. Né ményré gé té pérdoret algoritmi i rrjetave té shuméfishta né rastin toné, shfrytézohet
njévlefshméria e operatorit té mbulimit me até té fermioneve té shkurtuara té mbulimit né 5 pérmasa hapésinore-
kohore Euklidiane. Algoritmi me dy rrjeta, i zbatuar pérgjaté pérmasés sé 5-té Euklidiane, rezulton 6-heré mé i
shpejté se algoritmet standarte té nénhapésirave té Krilovit pér konstantet e giftimit beta = 5.8, 5.7, 5.6, 5.5 dhe
masa kuarkesh té caktuara.

Fjalé kyge: algoritmi me dy rrjeta, fermionet e shkurtuara té mbulimit, invertimi i operatorit né rrjetg, sisteme
lineare.

SUMMARY

An efficient way to solve linear systems arising from lattice discretizations of differential equations is using the
multigrid algorithm. Specifically, the two-grid algorithm reduces the residual error on a coarser lattice. Then the
problem is solved then on this grid and the solution is interpolated back on the fine grid, which is finally used to
calculate the residual error of the original linear system. These steps are iterated until the norm of the residuals
becomes less than a given tolerance. Our specific application comes from lattice quantum chromo dynamics with
chiral fermions. We want to solve linear systems which are chiral and dense discretizations of the Dirac operator, the
so-called overlap operator. We use the equivalence of the overlap operator with the truncated overlap operator,
which is a five dimensional formulation of the same theory. The coarsening is performed along the fifth dimension
only. Our study focuses in the range of coupling constants and quark masses for which the algorithm is fast and
saves a factor of 6 compared to the standard Krylov subspace methods.

Key words: multigrid algorithm, lattice QCD, chiral fermions, overlap operator, solution of large scale linear systems.

1. HYRIE a) Mbyllésia e kuarkeve lidhet me faktin se
Kromodinamika kuantike (Quantum kuarket dhe gluonet nuk vrojtohen té lira né
Chromodinamics, QCD) éshté njé teori e natyré. Ajo manifestohet ne forcat e
bashkéveprimeve té forta gé pérshkruan sjelljen bashkéveprimit midis kuarkeve te cilat nuk
e kuarkeve dhe gluoneve té cilat jané té mbyllura zvogélohen me largimin e tyre. Pér kété arsye do
né hadrone si protone, neutrone ose pi-mezone. té duhej njé energji “infinit” pér té ndaré dy

Ajo karakterizohet nga dy veti té réndésishme: kuarke; ato jané té mbyllura né hadrone.
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Mbyllésia e kuarkeve, edhe pse e pa provuar
analitikisht, éshté evidentuar me ané té
simulimeve té shumta té QCD-sé né rrjeté. Me té
vérteté, QCD-ja éshté njé teori gé ka njé fazé té
vetme né temeratura té ulta, vetém fazén e
mbyllésisé sé kuarkeve.

b) Liria asimptotike éshté dukuria gé lidhet me
faktin se né reaksione té energjive té larta,
kuarket sillen si té lira. Né kété ményré, ¢cdo teori
kuantike e fushés qé do té ndértohej mbi bazén e
fushave té kuarkeve do té duhet té keté vetiné e
mbyllésisé dhe lirisé asimptotike.

QCD éshté me shumé interes pér t'u studiuar dhe
trajtuar, pasi hadronet pérbéjné 99.99 pérqind té
Iéndés se dukshme té Gjithésisé e cila vlerésohet
té jeté vetém 4 pérgind e energjisé totale.
Zgjidhjet perturbative né QCD jané té pamundura
né regjimin e hadroneve né barazpeshé pér shkak
té jolinearitetit té bashkéveprimeve gluonike.
Pér regjime té energjive té larta QCD
perturbative éshté njé pérgasje mjaft e miré, e
bazuar né liriné asimptotike, e cila e lejon teoriné
e perturbimit té pérdoret pér té pérshkruar
saktésisht eksperimente té energjive té larta, si¢
éshté rasti i Eksperimenteve né Goditésin e Madh
té Hadroneve (ose Large Hadron Collider, LHC)[5].
Ndérsa pér regjime jo-perturbative metoda mé e
miré e njohur sot pér sot éshté metoda
llogaritése e QCD-sé rrjetore (Lattice QCD-LQCD).
U propozua nga Wilson (1974) si njé zgjidhje
joperturbative e energjive té ulta té QCD, duke
diskretizuar hapésiré-kohén katérpérmasore né
njé rrjeté hiper-kubike me gjeometri Euklidiane.
Duke patur vetém njé numér té fundém té nyjeve
té rrjetés, madhésité fizike mund té llogariten
numerikisht duke zgjidhur njé integral té rendeve
té larta me metodat Monte Carlo [9]. Ky
formulim i teorisé QCD né njé hapésiré diskrete
fut natyrshém njé impuls kufi (“cut off”) té rendit
1/a , ku a éshté parametri i rrjetés, e cila
rregullon teoriné. Si rezultat, QCD-ja rrjetore
éshté e pércaktuar matematikisht né ményré té
sakté. Pér mé tepér, duke géné e pérshtatshme
né regjime té energjive té ulta, ajo pérdoret pér
studimin e fenomeneve mjaft té réndésishme qé
shfagen né kéto regjime, sic éshté mbyllésia e

kuarkeve apo dukuri té tjera té fizikés
bérthamore.

Né QCD-né rrjetore, né nyjet e rrjetés vendosen
fushat e kuarkeve ose fushat fermionike dhe né
lidhjet midis nyjeve fushat e gluoneve, ose fushat
kalibruese. Pér té studjuar bashkéveprimet midis
kuarkeve duhen llogaritur pérhapésit e kuarkeve
gé matematikisht jané té anasjelltét e operatorit
te Dirac-ut. Ndérkohé qé insistohet té ndértohet
né rrjeté njé teori fermionike kirale pasi simetria
kirale éshté karakteristiké e bashkéveprimeve té
forta. Késhtu, né kété artikull do té llogarisim
pérhapésit e kuarkeve kirale né rrjeté me ané té
njé operatori kiral té Dirac-ut, si¢ éshté operatori
i mbulimit i Neuberger-it. Megénése ky operator
lidh dy nénhapésira me ané funksionesh
transhendente operatoriale, si¢ do té trajtohet né
vazhdimési, edhe metodat llogaritése kané
kompleksitet té larté. Né kété artikull ne sjellim
njé metodé llogaritése mé té shpejté se ato
standarte, e quajtur metoda e algoritmit me dy
rrjeta, e cila e pérshpejton zgjidhjen né sajé té
pérafrimit mé efikas qé i béhet gjéndjeve
vehtjake te uléta te operatorit te Dirac-ut [11]. Ky
algoritém éshté propozuar njé dekadé mé paré
po éshté testuar vetém pér njé konstante té
vetme té ciftimit [1]. Né kété punim ai do té
studjohet pér njé bashkési vlerash konstantesh
ciftimi té fushés kalibruese. Qéllimi éshté
ndértimi dhe testimi i algoritmit me dy rrjeta pér
vlera té ndryshme té konstantes sé ciftimit té
fushave kalibruese dhe pér masa kuarkesh edhe
mé té lehta se né referencén [1]. Algoritmi do té
krahasohet me njé algoritém standart, qé
pérdoret shpesh né QCD-né rrjetore si njé nga
metodat mé té shpejta pér té llogaritur
pérhapésit e kuarkeve né rrjeté, algoritmin e
Gradienteve té Konjuguar pér barazimet normale
ose né anglisht CGNE (Conjugate Gradients on
Normal Equation) [7].

2. FERMIONE KIRALE ME ANE TE OPERATORIT TE
NEUBERGER-IT

Né 1982, Ginsparg dhe Wilson arritén né
pérfundimin se né rrjeté mund té gjéndet njé
operator kiral i Dirac-ut né rrjeté qé plotéson
kushtin gé u quajt relacioni Ginsparg-Wilson [6]:
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{D,ys}=aDysD (1)

Vérejmé se né kufirin e vazhduar rikuperohet
relacioni i zakonshém pér kiralitetin. Njé operator
kandidat gé plotéson kété relacion &shté
operatori i mbulimit té Neuberger-it [10]:
D=c4l—c,V, (2)

ku V=A(ATA) Y2 &shté matricé unitare, |éshté
matricé identitet dhe A=M-aD,y,. Operatori i
mbulimit D éshté jo-hermitian. Kété operator
mund ta shprehim edhe né ményré ekuivalente
me ané té funksionit shenjé,
D=cql—cyY5sign(Hy) (3)

ku Hy =v5(M-aDy)Hy = ¥5 (M —aDy,),
M éshté njé parametér zhvendosés né intervalin
(0,2), té cilin e kemi fiksuar M=1.8 né rastin e
studimit toné, c;dhe c, jané dy konstante qgé
pércaktohen me ané té barazimeve,
o 1+m, B 1-m
1= €= >
mgéshté masa e kuarkeve dhe Dy, éshté

q

operatori i Wilson-Dirac-ut,

DW =%Z[Yu(5;+au)—a8;8u] (4)
n

dhe 6u, 8“

pérparme dhe té prapme, fginjé mé té afért:

1
9,f(x) :g(f(x +aey)—f(x),

jané operatorét e diferencave té

G:lf(x) =§(f(x) —f(x—ae,)), (5)

ku e, Jané ortet drejtuese sipas drejtimit . Yu

jané matrica 4 x 4 qé i binden algjebrés sé Clifford
— Dirac-ut. Késhtu, n.qg.se rrjeta ka N nyje, meqé

agDy —!

(agDw +I)P_
Moy (mg) =

—mg(asDy + )P,

(agDyy +1)P,
agDy — 1

fushat kalibruese marrin vlera né grupin SU(3),
atheré matrica e Dirac-ut né rrjeté éshté e rendit
12N. Pérparésité e fermioneve kirale té
Neuberger-it jané: a) simetria kirale e QCD-sé
rrjetore éshté ekzakte pasi veprimi i fermioneve
éshté invariant ndaj transformimeve kirale [8],
vérejmé se relacioni i antikomutimit (1), kur
kalojmé né QCD e vazhduar, pra péra—0, jep
kushtin e simetrisé kirale ashtu si¢ duhet té jeté
né hapésiré-kohén e vazhduar; b) kemi teori
fermionike pa dublanté, fermionet pércaktohen
né ményré té vetme. Problemet qé hasen né kété
metodé studimi lidhen me kompleksitetin e larté
llogarités, pér shkak té formés sé komplikuar, si
funksion matricor, té operatorit té Neuberger-it.

3 FERMIONET E SHKURTUARA TE MBULIMIT
Fermionet e mbulimit té Neuberger-it jané té
njévlefshme me fermionet e shkurtuara té
mbulimit, né njé formulim 5-pérmasor, me
pérmasé té pesté Euklidiane Ng[3]. Népérmjet
kétij ekuivalentimi béhet e mundur pérshtatja
dhe pérdorimi i rrjetave té shuméfishta sipas
pérmasés sé pesté. Ideja bazé éshté ndarja né
hapésiré sipas njé dimensioni shtesé e
kiraliteteve té majta dhe té djathta té
pércaktuara né dy anét e kundérta té kufirit ose
murit domenor. Pérgjaté dimensionit té pesté
nuk kemi fusha kalibruese. Operatori i Dirac-ut
tani jepet si matricc me Ng x N blloge
operatore né 4-pérmasa:

—mg(asDy +I)P_
(asDy +1)P, (6)

(agDy +1)P_ asDy —I

ku agéshté parametri i rrjetés sipas dimensionit té 5-té dhe P, jané operatorét e projeksionit té

kiraliteteve té dhéna nga:
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I, £
p, —.4 Vs

- 2

Fermionet e té tilla quhen fermione té mureve domenore ose “domain wall fermions (DWF)” [12].
Natyrshém lind pyetja: “A jané fermionet e mureve domenore né njéfaré ményre té lidhura me fermionet
e mbulimit?”. Pér t'i dhéné pérgjigje késaj pyetje duhet té ndértohet teoria efektive né katér pérmasa.

Pér kété gjejmé formén e operatorit efektiv té Dirac-ut, DMs | né katér pérmasa [3], nga ku del:

piN:)

2

1+m 1-m N 1—acH
L, 1M yStanh[Tslog[JD,

(7)

ku Hy =ys(M—aDy) . Né kufirin N5 — 00 marrim operatorin:

D) _ 1+m, - 1-mq

2 2

Yssign(Hy ).

4 ALGORITMI ME DY RRJETA PER INVERTIMIN E
OPERATORIT TE NEUBERGER-IT.

Njé ményré efikase e zgjidhjes sé sistemeve
lineare gé burojné prej barazimeve diferenciale
né rrjeté, éshté ajo e pérdorimit té Rrjetave té
Shuméfishta [11]. Né kété punim do té zbatojmé
algoritmin me dy rrjeta sipas pérmasés sé pesté
né rastin e fermioneve té shkurtuara té mbulimit.
Problemi gé& duam té zgjidhim éshté sistemi
linear:

Dx =b, (9)
ku D éshté operatori i mbulimit ose operatori i
Neuberger-it, b ana e djathté e barazimit ose
burimi i kuarkeve dhe X jané pérhapésit e
kuarkeve. Né ményré qé té pérdorim algoritmin
me dy rrjeta shfrytézojmé njéviefshmériné e
operatorit té mbulimit me até té fermioneve té
shkurtuara té mbulimit. Késhtu sistemi i rrjetés sé
rrallé:

pMsly =r, (10)
mund té merret prej zgjidhjes sé sistemit 5-
pérmasor:

Moy (Mg)Px =Mroy (LPn,  (11)
me P shénojmé matricén e pérkémbimit:

(8)

ku nga vektoréty dhe1],

X =(y,)((2),...,)(('\'5))T dhe n= (r,o,...,o)T,
pércaktohen pikérisht vektorét y dhe r té
sistemit té rrjetés sé rrallé.
Mé poshté po japim algoritmin me dy rrjeta gé
kemi ndértuar pér zgjidhjen e kétij problemi:
Le té jené x, ecNdhe r, =b—Dx;.
Caktojmé dy toleranca: tolpér sistemin né
rrjetén e dendur dhe tol0 pér sistemin né rrjetén
e rrallé.
fori=1,2, ... do

Formojmé vektorin e rrjetés sé rrallé
ul =(ri,o,...,o)T, ku numri i vektoréve zero 4-

pérmasore éshté Ny — 1.

Zgjidhim sistemin linear
MTOV(mq)PXi+1 :MTOV (1)PT]| derisa mbetja té
jeté mé

e vogél se toI0||MTOV (1)Pni||2.
Nxjerrim korigjimin e zgjidhjes sé pérafért 4-
pérmasore y;.1 prej asaj 5-pérmasore

2 (Ns)\T

Xi+1 =(Yi+1,Xi(+)1,---,Xi+i ).
Pérditésojmé zgjidhjen né rrjetén 4-pérmasore
Xit1 =X TYin

Llogarisim mbetjen e rrjetés sé rrallé
fisg =b—=DXjiq .

Ndalo nése ||ri+1||2 < toI||b||2.

end for
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Algoritmin e mésipérm e kemi koduar né
Matlab/Octave. Si¢ pritet, pér shkak té formés
komplekse té operatorit té Neuberger-it,
llogaritjet kompjuterike kérkojné mjaft kohé
fizike. Késhtu njé invertim me algoritmin CGNE
kérkon rreth 60 minuta né progesorin Intel (R)
Core (TM)2 Duo CPU T5470@1.60GHz. Kjo éshté
arsyeja gé ne iu kthyem programeve né FORTRAN
té cilat kérkojné rreth 20 minuta né té njéjtin
progesor.

5. REZULTATE DHE DISKUTIME

Pérvec algoritmit té mésipérm té koduar né
Matlab/Octave, jané shfrytézuar disa funksione
té gatshém té paketés QCDLAB [4], njé ndér ta
éshté dhe algoritmi CGNE (Conjugate Gradients
on Normal Equation). Qéllimi i pérdorimit té tij
éshté ai i krahé&simit me algoritmin me dy rrjeta.
Té dy algoritmet jané llogaritur né fushé
kalibruese té fiksuar, né rrjeté me volum 44, me

konstante c¢iftimi té fushés kalibruese B=6/g2
&

f = —ngaP=5.8 deriné B=5.5, me hap 0.1.
g

me hap 0.01. U vu re se pér secilén vleré té
fiksuar té konstantes sé ciftimit, masat e
kuarkeve pér té cilin algoritmi me dy rrjeta
funksionon ndryshonin nga njéri konfiguracion
tek tjetri.

Rezultatet i kemi pérmbledhur né tabelat vijuese
pér ¢do konfiguracion, ku jepet njé tabllo e qarté
pér masa té ndryshme té kuarkeve, numri i
shumézimeve me matricen e Wilson-it dhe
norma e mbetjes né kété hap.

Masa e Numrii Norma e
kuarkut shumézimeve me mbetjes
matricén e
Wilson-it
0.13 8052 10”
0.12 13362 <10*
0.11 9606 10”
0.1 10956 10”
0.09 19566 <10°
0.08 15306 10”
0.07 17292 10”
0.06 24240 10”
0.05 24240 10”
Tabela 2. Té dhénat e marra nga historia e

konvergjencés sé algoritmit TWO - GRID pér
konfiguracionin e dyté me konstante ¢iftimi p=5.7

Masa e Numri i Norma e
kuarkut shumézimeve me mbetjes
matricén e
Wilson-it
0.1 9552 10”
0.09 16152 <10®
0.08 12450 10°
0.07 20700 <10®
0.06 24366 <10®
0.05 17898 10~
0.04 26148 10°
0.03 47580 <10®
Tabela 1. Té dhénat e marra nga historia e

konvergjencés sé algoritmit TWO - GRID pér
konfiguracionin e paré me konstante ciftimi
B=5.8.

Pér njé vleré té fiksuar té kétij parametri kemi
testuar algoritmin me dy rrjeta pér masa té
ndryshme kuarkesh, duke filluar nga kuarke té
rénda me masé (né njési té konstantes sé rrjetés,
pra béhet fjalé pér a, e cila do té nénkuptohet)
0.13 deri né kuarke mé té lehta me masé 0.03

Masa e Numri i Norma e
kuarkut shumézimeve me mbetjes
matricén e
Wilson-it
0.13 7512 10”
0.12 12108 <10®
0.11 13098 <10®
0.1 8958 10”
0.09 10080 10”
0.08 11286 10”
0.07 18282 <10°®
0.06 20076 <10°®
0.05 15612 10”
Tabela 3. Té dhénat e marra nga historia e

konvergjencés sé algoritmit TWO - GRID pér
konfiguracionin e dyté me konstante ¢iftimi f=5.6
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Masa e Numri i Norma e
kuarkut shumézimeve me mbetjes
matricén e
Wilson-it
0.13 11430 <10®
0.12 7674 10”
0.11 12948 <10®
0.1 14118 <10°®
0.09 15312 <10®
0.08 17400 <10®
0.07 12378 10”
0.06 14670 10”
0.05 25452 <10®

Tabela 4. Té dhénat e marra nga historia e
konvergjencés sé algoritmit TWO - GRID pér
konfiguracionin e dyté me konstante ciftimi f=5.5

Né llogaritjet tona kemi pércaktuar saktésiné té
rendit 10°. Vlerat e normés sé mbetjes me
shénjén mé e vogél (<) nénkuptojné se pér masén
korresponduese algoritmi me dy rrijeta rrit
saktésiné e kérkuar prej nesh. Ndérsa masat e
kuarkeve me normé mbetjesh pa shenjén <, kané

njé stanjacion té vlerave té mbetjeve né vlerén e
kuotuar né tabelé. Ne do té konsiderojmé se
algoritmi me dy rrjeta nuk konvergjon pér kéto
masa. Konkretisht, pér konfiguracionin e paré té
marré pér B = 5.8, duke iu referuar té dhénave né
Tabelén 1, shihet se algoritmi yné konvergjon pér
masa té kuarkeve m =0.09, m =0.07, m = 0.06, m
=0.03, pér masa té tjera kemi stanjacion.

Né konfiguracionin e dyté té marré pér B = 5.7,
duke iu referuar té dhénave né Tabelén 2,
algoritmi me dy rrjeta konvergjon pér masa té
kuarkeve m = 0.12, m = 0.09, pér masa té tjera
kemi stanjacion. Né konfiguracionin e treté té
marré pér B = 5.6, duke iu referuar té dhénave né
Tabelén 3, algoritmi me dy rrjeta konvergjon pér
masa té kuarkeve m=0.12, m=0.11, m = 0.07, m
= 0.06, pér masa té tjera kemi stanjacion. Né
konfiguracionin e katért t& marré pér f = 5.5,
duke iu referuar té dhénave né Tabelén 3,
algoritmi me dy rrjeta konvergjon pér masa té
kuarkeve m=0.13, m=0.11, m=0.1, m=0.09, m
= 0.08, m = 0.05, pér masa té tjera kemi
stanjacion.

Inwertimi 1 operatorit te Meuberger-it me ane te algoritmit me dy rrjeta TWO-GRID
o krahesuar me CGME

MOrMa & MOEYES

TWO-GRID (rre0.1)
CGME (m=0.1)
TWO-GRID (me0.09)
CGNE (rm=0.09)
TWO-GRID (me0.08)
CGME (m=0.08)
TWO-GRID (me0.07)
CGNE (m=0.07)
TWO-GRID (re0.06)
CGNE (rm=0.06)

© TWO-GRID (me0.05)
© CGNE (m=0.05)

+ TWO-GRID (rre0.04)
+ CGME (m=0.04)

s TWO-GRID (me0.03)
= CGNE (m=0.03)

T T OBk [ A& & 0 9 + +

1 1 1
i 20000 40000 G0000

1 1
20000 100000 120000

Mumri 1 shumezimewe me Dw

Figura 1 Grafiku gé paraget historiné e konvergjencés sé algoritmit me dy rrjeta TWO-GRID dhe
algoritmit CGNE pér masa té ndryshme kuarkesh, té simuluara né njé rrjeté me volum 4" dhe me

konstante ¢iftimi $=5.8.
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Inwertimi | operatorit te Neuberger-it me ane te algoritmit me dy rrjeta TWwWO-GRID

krahesuar me CGMNE
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Figura 2 Grafiku qé paraqget historiné e konvergjencés sé algoritmit me dy rrjeta TWO-GRID dhe
algoritmit CGNE pér masa té ndryshme kuarkesh, té simuluara né njé rrjeté me volum 4" dhe me

konstante ¢iftimi $=5.7.

Imvertimi | operatont te Neuberger-it me ane te algontmit me dy meta TWO-GRID
krahesuar me CGMNE
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Figura 3 Grafiku qé paraqget historiné e konvergjencés sé algoritmit me dy rrjeta TWO-GRID dhe
algoritmit CGNE pér masa té ndryshme kuarkesh, té simuluara né njé rrjeté me volum 4" dhe me

konstante ¢iftimi =5.6

Paralelisht éshté kryer e njéjta proceduré edhe
me algoritmin CGNE. Rezultatet e marra
paragiten né grafikét e méposhtém, ku jepet
historia e konvergjencés sé algoritmit me dy
rrjeta (TWO-GRID) dhe atij CGNE si funksion i
numrit té shumézimeve qé kryhen me matricén e
Wilson-it. Figura 1 @éshté marré pér
konfiguracionin e paré té gjeneruar me konstante
giftimi B=5.8 dhe masa kuarkesh té ndryshme

sic tregohen né figuré. Po késhtu Figura 2 jep
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historiné e konvergjencés sé dy algoritmeve pér
konstante ¢iftimi 3=5.7, Figura 3 pér konstante
ciftimi B=5.6 dhe Figura 4 pér konstante giftimi
=5.5. Duket garté se algoritmi me dy rrjeta pér
secilin konfiguracion éshté rreth 6-heré mé i
shpejté se CGNE pér ato masa kuarkesh pér té
cilat ai konvergjon. Kéto rezultate paraprake
tregojné se algoritmi me dy rrjeta éshté shumé
premtues. Pérpara se té jepen konkluzione
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pérfundimtare, do té duhet sé pari té gjejmé
origjinén e moskonvergjencés pér masa té
caktuara. Llogaritjet tona nuk tregojné ndonjé
rregullsi gjé gé na bén té besojmé se kemi té

béjmé me mungesé instabiliteti té algoritmit,
instabilitet qé duhet ta studiojmé né té ardhmen
pérpara se té avancojmé studimin né rrjeta ende
mé té médha.

Invertimi i operatorit te Neuberger-it me ane te algontmit me dy njeta TWO-GRID
krahesuar me CGMNE
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Figura 4 Grafiku qé paraqget historiné e konvergjencés sé algoritmit me dy rrjeta TWO-GRID dhe
algoritmit CGNE pér masa té ndryshme kuarkesh, té simuluara né njé rrjeté me volum 4" dhe me

konstante ¢iftimi 3=5.5
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