
123Aktet e Takimit Vjetor, Vëll. II, Nr. 3

VLERËSIMET BOOTSTRAP PËR VARIANCËN 
E VLERËSIMEVE TË KOEFICIENTËVE TË 

REGRESIONIT LINEAR KUR GABIMET NUK JANË 
TË PAVARURA DHE ME SHPËRNDARJE TË NJËJTË

(BOOTSTRAP ESTIMATION OF LINEAR REGRESSION 
COEFFICIENTS VARIANCES WHEN ERRORS ARE 

DEPENDENT AND NOT UNIFORMLY DISTRIBUTED)

Lorenc EKONOMI
Departamenti i Shkencave Natyrore, Universiteti “Fan Noli” Korçë, Shqipëri

E-mail: lorencekonomi@yahoo.co.uk

 

 
PËRMBLEDHJE 
Në këtë artikull propozohet një vlerësim bootstrap për variancën e koeficientëve të regresionit linear në rastin 

kur gabimet nuk janë të pavarura dhe me shpërndarje të njejtë. Do të tregohet se vlerësimi boostrap i propozuar ka 
veti të mira asimptotike dhe më tej, nëpërmjet një simulimi të kryer, arrihet një përafrim mjaft i mirë.   

Fjalet kyçe: regresioni linear, gabime jo të pavarura dhe me shpërndarje të njejtë, varianca, bootstrap, proces 
autoregresiv 

 
ABSTRACT 
A bootstrap estimation of the linear regression coefficients variance, when errors are not independent and do 

not have the same distribution is proposed in this article. The study shows that the proposed bootstrap estimation 
has good asimptotic qualities and can achieve a good approximation as well. 

Key-words: linear regression, no independent and identically errors, variance, bootstrap, autoregressive 
process 

 
1. HYRJE  
Kur gabimet ishin të pavarura dhe me shpër-ndarje të njejtë, Efron [2], Freedman [4], Wu [9] treguan se 

vlerësimet bootstrap ishin të qendrueshëm për variancën e koeficientëve të regresionit linear. Ndërsa, kur gabimet 
nuk ishin të pavarura dhe me shpërndarje të njejtë, Liu dhe Singh ndërtuan vlerësimet boostrap me blloqe, të cilat 
gëzonin veti të mira. [7]. Më poshtë do të propozojmë një vlerësim bootstrap për variancën e koeficientëve të 
regresionit linear, kur gabimet nuk janë të pavarura dhe me shpërndarje të njejtë. 
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2. NJË VLERËSIM BOOTSTRAP  
Kemi modelin e regresionit linear  
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 Para se të formulojmë teoremën që bazon vlerësimin bootstrap të propozuar shohim vërtetësinë e 
disa pohimeve që do të na ndihmojnë në vërtetimin e teoremës. 
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pra në një model të regresionit linear me gabime, që nuk janë të pavarura dhe me shpërndarje të njejtë. 
Thjeshtojmë problemin duke pranuar që modeli i mësipërm ka pamjen 
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dhene. [5] Gjenerojme vlerat e vektorit u për të vleresuar varianceet dhe devijimet standarte të 

vlerësimeve të katrorëve më të vegjel !̂  të parametrave të vërtetë ! . Fillimisht duhet të gjejmë një 

matrice ortogonale C  të tillë që !="
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përbërë nga vlerat e matricës ! . Për gjetjen e vlerave të veta të matricës !  përdorim metodën e Jakobit. 
Duke zbatuar atë për k = 1000 u morën vlerat e kësaj matrice me një precizion mjaf të kënaqshëm. Për 

secilën vlerë ni
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vu re një diagonalizim mjaft i mirë i matricës ! . Më pas u zbatua metoda bootstrap e propozuar në 
paragrafin 2 . Variabilitetet (raporti i vlerës absolute të diferencës së mesatares së vlerësimeve me vlerën e 
vërtetë të parametrave ndaj vlerës së vertetë të parametrave) e vlerësimeve bootstrap të marra nga 1000 

zgjedhje bootstrap për variancat dhe devijimet standarte të vlerësimeve !̂  jepen në tabelat e mëposhtme. 

Me simbolin (i, j) është shënuar kovarianca midis variablit të i-të dhe të j-të. Në të dy tabelat vihet re, në 
përgjithësi, një vlerësim mjaft i mirë për matricën e dispersioneve dhe vlerësimeve standarde të 

parametrit të panjohur ! . Po kështu vihet re një mungese e ndikimit të ! , ndërkohë që vlerësimi 

jackknife për vlera të mëdha të !  në vlerë absolute, jep vlerësime të ekzagjeruara [3]. Megjithatë vihet re 

një vlerësim jo i mirë për (1, 2) pavarësisht nga vlera e ! . Kjo sepse vlera e vërtetë e parametrit (1, 2) 

është mjaft e vogël. 
   

!  0.999 0.99 0.95 0.90 0.80 0.70 0.60 0.50 0.40 0.30 0.20 

(1,1) -0.97 -0.77 -0.14 0.12 0.27 0.42 0.38 0.64 0.69 0.73 0.77 

(1,2) -1.95 -2.47 -1.36 -0.74 -0.46 -0.62 -0.70 -0.88 -0.91 -0.90 -0.89 

(1,3) -1.81 -3.13 -1.48 -0.69 -0.29 -0.34 -0.24 -0.35 -0.25 -0.13 -0.02 

(2,2) 1.15 1.41 1.01 0.83 0.87 1.11 1.10 1.28 1.21 1.11 1.03 

(2,3) -0.63 -2.08 0.20 -0.10 -0.30 -0.20 -0.76 -0.17 -0.34 -0.69 -1.60 

(3,3) 0.69 1.78 1.19 0.86 0.71 0.78 0.50 0.65 0.49 0.34 0.24 
 !   0.10 0.08 0.05 0.001 -0.001 -0.05 -0.10 -0.20 -0.30 -0.40 -0.50 

(1,1) 0.83 0.85 -0.01 -0.04 0.91 0.89 0.86 0.77 0.75 0.67 0.55 

(1,2) -0.87 -0.86 -0.19 -0.03 -0.85 -0.93 -1.03 -0.89 -1.52 -1.77 -1.96 

(1,3) 0.06 0.08 0.32 0.00 0.12 0.13 0.14 -0.02 0.18 0.22 0.27 

(2,2) 0.96 0.95 0.44 0.84 0.92 0.90 0.89 1.03 0.83 0.72 0.53 

(2,3) -2.29 -8.54 -6.83 -8.67 -1.91 -1.10 -0.73 -1.60 -0.11 0.08 0.28 

(3,3) 0.18 0.17 -0.01 1.02 0.16 0.12 0.08 0.24 -0.56 -0.14 -0.24 
 !  -0.60 -0.70 -0.80 -0.90 -0.95 -0.99 -0.999     

(1,1) 0.40 0.25 0.09 -0.11 -0.30 -0.73 -0.96     

(1,2) -2.01 -1.82 -1.35 -1.32 -16.81 -1.37 -1.03     

(1,3) 0.31 0.32 0.30 0.40 0.61 0.90 0.98     

(2,2) 0.26 -0.04 -0.31 -0.42 -0.36 -0.47 -0.88     

(2,3) 0.47 0.63 0.72 0.71 0.68 0.83 0.97     

(3,3) -0.34 -0.43 -0.48 -0.53 -0.61 -0.86 -0.98     

Tabela 1. Variabilitet e vlerësimeve të variancave të !̂  me metodën bootstrap të mësipërme. 

 
 

!   0.999 0.99 0.95 0.90 0.80 0.70 0.60 0.50 0.40 0.30 0.20 

1
!̂   -0.85 -0.52 -0.07 0.06 0.12 0.19 0.17 0.28 0.30 0.31 0.33 

2
!̂  0.46 0.55 0.42 0.35 0.36 0.45 0.45 0.51 0.48 0.45 0.42 

3
!̂  0.30 0.66 0.48 0.36 0.31 0.33 0.23 0.28 0.22 0.16 0.11 

!   0.10 0.08 0.05 0.001 -0.001 -0.05 -0.10 -0.20 -0.30 -0.40 -0.50 

1
!̂   0.35 0.36 0.00 -0.02 0.38 0.37 0.36 0.33 0.32 0.29 0.24 

2
!̂  0.40 0.39 0.20 0.35 0.38 0.37 0.37 0.42 0.35 0.31 0.23 

3
!̂  0.08 0.08 0.00 0.42 0.07 0.06 0.09 0.11 -0.02 -0.07 -0.13 

!   -0.60 -0.70 -0.80 -0.90 -0.95 -0.99 -0.99     

1
!̂   0.18 0.11 0.04 -0.05 -0.16 -0.48 -0.81     

2
!̂  0.12 -0.02 -0.17 -0.24 -0.20 -0.27 -0.66     

3
!̂  -0.19 -0.24 -0.28 -0.31 -0.37 -0.63 -0.87     

Tabela 2. Si tabela 1, por për devijimet standarte të vlerësimeve të variancave të !̂  
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