VLERESIMET BOOTSTRAP PER VARIANCEN
E VLERESIMEVE TE KOEFICIENTEVE TE
REGRESIONIT LINEAR KUR GABIMET NUK JANE
TE PAVARURA DHE ME SHPERNDARJE TE NJEJTE

(BOOTSTRAP ESTIMATION OF LINEAR REGRESSION
COEFFICIENTS VARIANCES WHEN ERRORS ARE
DEPENDENT AND NOT UNIFORMLY DISTRIBUTED)

Lorenc EKONOMI
Departamenti i Shkencave Natyrore, Universiteti “Fan Noli” Korgé, Shqipéri
E-mail: lorencekonomi@yahoo.co.uk

PERMBLEDHJE

Neé kété artikull propozohet njé vlerésim bootstrap pér variancén e koeficientéve té regresionit linear né rastin
kur gabimet nuk jané té pavarura dhe me shpérndarje té njejté. Do té tregohet se vlerésimi boostrap i propozuar ka

Fjalet kyge: regresioni linear, gabime jo té pavarura dhe me shpérndarje té njejté, varianca, bootstrap, proces
autoregresiv

ABSTRACT

A bootstrap estimation of the linear regression coefficients variance, when errors are not independent and do
not have the same distribution is proposed in this article. The study shows that the proposed bootstrap estimation
has good asimptotic qualities and can achieve a good approximation as well.

Key-words: linear regression, no independent and identically errors, variance, bootstrap, autoregressive
process

1. HYRJE

Kur gabimet ishin té pavarura dhe me shpér-ndarje té njejté, Efron [2], Freedman [4], Wu [9] treguan se
vlerésimet bootstrap ishin té qendrueshém pér variancén e koeficientéve té regresionit linear. Ndérsa, kur gabimet
nuk ishin té pavarura dhe me shpérndarje té njejté, Liu dhe Singh ndértuan vlerésimet boostrap me blloge, té cilat
gézonin veti t& mira. [7]. Mé poshté do té propozojmé njé vlerésim bootstrap pér variancén e koeficientéve té
regresionit linear, kur gabimet nuk jané té pavarura dhe me shpérndarje té njejté.
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2. NJE VLERESIM BOOTSTRAP
Kemi modelin e regresionit linear

Vv, =xB+e peri=1,..n 1)
ku x, vektor kxl i pércaktuar mé paré, 8 vektor kxl i parametrave t& panjohur, e, gabimet gé

plotésojné kushtet E(ei)= 0 per i=1,..,n dhe jané té korreluara, t& tilla qé COV(e,.,ej )= w,; pér

i,j=1..,n
Futim shénimet Y = (yl,...,yn)r; e= (el,...,en )T;X = [xl,...,xn];Q = |;1),.j ] Modeli (1) merr
pamjen: ¥ = XB+e me kushte E(¢)=0 dhe Var(e)=Q @)

Metoda e katroréve mé té vegjél jep vlerésimet pér parametrat e panjohur f8 né formén:
5 1
f-(x"x) xy @)
Duam té ndértojmé njé vlerésim bootstrap pér matricén e variancave té¢ [3. Matrica € &shte

simetrike dhe si rrjedhim ekziston matrica ortogonale C, e tillé q¢ CQC” =X té jeté matricé diagonale.
(8]

Transformojmé modelin (2), duke shumézuar me matricen C nga e majta, duke shénuar
Y, =CY dhe X, = CX .Modeli (2) do té& kthehet né modelin e méposhtém:

Y,=XB+e, mekushte E(e)=0 dhe Var(e) =X =diag(07......0, ) 4)
Vlerésimi i katroréve mé té vegjél pér kété model qé e shénojmé [3;1 do té jeté né formén:

A 1

B, = (XITXI) XITYI ©)

Zgvendésojmé tek (5) shprehjet pér X dhe Y dhe kemi:

I\ 1 A

(e x ) xy =BT B ) ) X @ BY = (x"x)' XY=
Pra vlerésimet e katroréve mé té veg]el pér modelet (2) dhe (4) pérputhen. Tani do té shénojmé

gjithmoné [3 dhe, sipas rastit, do t&é kuptojmé [31 ose ﬂ
Le té jené pérkatésisht 7,,...,7, mbetjet e marra nga modeli (4), pra 7, =y, —xirﬁ . Formojmé

bashkésiné e cifteve {\’IT ,rl) ..... ,(gnT .7, )J' Ndértojmé ndryshoren e rastit, q¢ merr vlerat e saj né kéteé

1
bashkési me probabilitete té barabarta me — . Marrim nga kjo ndryshore rasti njé zgjedhje bootstrap
n

(zgjedhje me véllim 7, ku elementet zgjidhen né ményré té pavarur nga kjo bashkési dhe me kthim).

Shénojmé kété bashkési né formén xl* T, rl* ), (Y:T , }’n* )Jl Ndértojmé vektorin Y " me ané t&

Y =XB+r ©)

A% B N
Atehere f = (X 7" ) XY @)
do té jeté vlerésimi bootstrap pér parametrat 8 t& panjohur t¢ modelit (2) dhe, n.q.s. marrim B zgjedhje
té tilla bootstrap, vlerésimi bootstrap pér variancén e ﬁ té modelit (2) do té jete

1 & @ Y5 A
- )6, -8) ®)
PP :
Pér té treguar qé ky vlerésim bootstrap ka cilési té mira, pérpiqemi té tregojmé qé shpérndarja e

ndryshores sé rastit \/7 (ﬁ ﬁ J éshté aférsisht e n]e]te me até té ndryshores tjetér té rastit \/7 ([5 -B,

1
Supozojmé né fillim se — X TX — 4, dhe fX TZX — 4, ©)
n n
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Para se té formulojmé teoremén qé bazon vlerésimin bootstrap té propozuar shohim vértetésiné e
disa pohimeve gé do té na ndihmojné né vértetimin e teoremés.

Pohim 1 N.q.s. gabimet e, tek modeli (4) kané momente té rendit té gjashté, atéhere momente té
po kétij rendi kané edhe mbetjet 7:.
Vértetim Nisemi nga:
T T 2
r=yi-xlB=xl(-f e (10)
Megé e; kané momente té rendit té gjashtg, té tilla momente do té kené edhe y; nga (4) dhe [§ si
vlerésim lineari Y . Atéhere, nga (10) do té kené momente té rendit t& gjashté edhe r,. A

Pohim 2 N.q.s. O,.z jané té kufizuar pér ¢do i =1,...,n, gabimet e, pér i = L,...,n kané momente

P
té rendit té katért dhe ka vend pjesa e paré e (9), atéhere r[z —0 l_z .

V4
Vértetim Né fillim tregojmé q¢ E ( .2 )—>0 > Marrim pritjen matematike té katrorit té anés sé
majté té (10). Késhtu

E(r )=E(2 ) 2" (X x ) xTE@y )+ 2" (0 x ) xTEQTY W(x T x ),
=of_zwa,.2+2w;oj.=(1_W,.);,2+2w;(o§_

ku w, = x; (X X)x dhe w; = x, (X X)x pér i, j =1,..,n . Kjo, sepse, nga X' X = Ex

it
n

do t& kemi E W; =W, . Atéhere meqé 0] =<c pér i =1,..,n, rijedh se, E(}’i2 )s (1 -w, b,z +2cw;.
=

Gjithashtu, n.q.s. 01.2 = ¢, do té kemi gé EQ’I.Z )2 (1 -w, }If —2c¢,w,. Por w;, mund té shprehet né

x (1 B Xi . : !
formén w, = —X' X . Meqé ka vend pjesa e paré e (9), do t&é kemi w, —0. [8] Duke kaluar

Jn\n Jn
P
né limit, kur n — %, tek t& dy mosbarazimet e marra pér £ (r,.z ) do té marrim q¢ E (rl.2 )—>Ol.2.

P
Tregojmé tani qé rl.2 -FE (r,.2 )—>0. Nga lidhja (10) shohim se n.q.s. ¢, kané momente té rendit té

katért, atéhere Var(rf )jané té kufizuar. Si rrjedhim, nga mosbarazimi i Cebishovit marrim

ISP(r,-Z

1 c
- E(I,2 )< ) <1-—2 ku c, etillé q& Var@,2 )sc2 per i =1,...,n. Duke kaluar né
n n

p
limit kur 7 —> % marrim qé 1° — E (r[.z )—> 0, qé con né vértetésing e pohimit. A

P
Pohim 3 N.gs. elementet e matrices X jané té kufizuar dhe r’ =0}, atéhere

lXTdiag(r]z,...,rn2 )X _lXTdiag(gf,,,,,af )XLO.
n n

P
Vértetim Meqgé 7 =0, , mund t& shkruajmé q& 77 = 0} + 0,(). (ku o, (l) konvergjon né

zero sipas probabilitetit kur 7 — ).
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1 . .
Elementet e matricés fX dlag( . ,,2 )X (né rreshtin e [-té dhe shtyllén e j-té té saj) do té

1 n 1 n n
jené té trajtés ;Ex”xﬁrl p EXi,xj[U, + 2)6[,)6][. Termi i djathté éshté i kufizuar dhe si
= =
rrjedhim ai éshté i formés o (l) Késhtu, mund té shkruajmé qé
1 . 1 .
fXleag(rlz ,...,rnz )X - fXleag(Glz,...,Of )/Y =0, (1), qé tregon vértetésing e pohimit. A
n n

P P
Pohim 4 N.qs. 4, —> A atéhere A]' =A™, ku A, per VnEN dhe A matrica t& t& njgjtit
rend gé kané té anasjellté.

Vértetim Elementet e matricave An_I dhe 47 jané funksione té vazhdueshém té elementeve t&
matricave A, dhe A, atéhere sipas teoremés sé Slutsky [8], rrjedh se elementet e matricés A" jané

limite sipas probabilitetit t& elementeve t& matricave 4, ' Pohimi u vértetua. A
Ka vend teorema e méposhtme:
Teoremé N.q.s. gabimet e, per i =1,...,7n kané momente té rendit t& gjashté atéhere

o - s} oG- e x). -0 a

ku H Hm éshté perdorur pér Sup‘ ‘
XER

hm

Vértetim Zévendésojmé tek shprehja (7) pér ﬁ* , shprehjen (6) dhe do t& marrim

/§* _ (X*TX*)—IX*T(X*[% +r*)=/§+(X*TX*)1X*T

Ap oA 1w\ X7
ose \/; -B)=XTXx 12
¢ ﬁ)—(n ) 7 12)
Shohim termin 27 Ateh X E r (13)
onim termin ————. enhere
Jn Jn n 4

Vémeé re se termat e shumés (13) jané ndryshore rasti té pavarura, qé marrin vlera né bashkésing

1
{xlrl R } me probabilitete té njéjta té barabarta me ; Do té kemi

E(Y ) zxr—XTr—O (14)

sepse XTr= X7 = XB o x7 - x (7 x ) X7y X7y - xTx (¢ x ) X7V
—XTY-XTY =0

Ndérsa Varcr ) E( T )=l2xixfri2 =lXTdiag(Vlz,.-.~,Vn2)X (15)
né n

(ndryshorja e rastit x,.* x:Tr,.*z merr vlera né bashkésiné %lx]T rlz, X, X! J me probabilitete t&

n n 17
barabarta me —)

n
Duke zbatuar Teoremén e Berry-Essen né rastin & -pérmasor [1] do t&é kemi
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* ok 3
X o]
sup|jp| ——=—<x|-Plx) s ———— (16)
er| |\ An Jn
ku H H éshté norma Euklidiane dhe (I)(x) funksioni i shpérndarjes i ndryshores sé rastit normale me

1 .
pritie matematike 0 dhe matricé t&é variancave —X leag(rlz,....,rnz)X. Nga supozimi gé ¢; kané
n

TE
momente té rendit té gjashté dhe pohimi 1, rrjedh se, E Hxl. v, H éshté madhési e kufizuar, ose

su ﬂ <x (D(x < 17)
<\ “n
. X7

ose limsup|p 2T xl- <I)(x =0 (18)
n—% op ,\/;

ku (I)(x) funksioni i shpérndarjes i ndryshores sé rastit normale me pritje matematike 0 dhe matricé t&
1 .

variancave —X leag (rl2 yerees rn2 )X . Duke u nisur nga pohimi 3 arrijmé né barazimin e méposhtém
n

p(X:/T,’:* < x) - ®(x

ku d)(x) éshté funksioni i shpérndarjes i ndryshores sé rastit normale me pritje matematike 0 dhe matrice

limsup
e o

=0 (19)

té variancave A4,.

-1
1 * * 1 * * 1 * * 1 Z * *

Shohim tani termin [ —X "X . Nisemi nga —X 7 X dhe kemi —X "X~ = fle. X"
n n n n

Ndryshoret e rastit x; x: r pér i =1,..,n kané shpérndarje t¢ njgjt¢ dhe jané t¢ pavarura. Pritja

. I $ 1

matematike e tyre do té jeté E(Xi x," )= *2 x,x] =—X"X . Meqg pritja matematike e tyre ekziston,
n & n

sipas teoremes se Hincinit [shih 8] ndryshorja e rastit —X ' X , qé pérfagéson mesataren aritmetike t&
n

1
tyre, konvergjon sipas probabilitetit tek pritja matematike e tyre, pra tek —X "X. Nga Pohimi 4, rrjedh
n

-1 -1 -1
I ap s 1 | A
qé (X D¢ ) konvergjon sipas probabilitetit tek (X D¢ ) . Duke shumézuar me (X "X )
n n n

nga e majta ndryshoren e rastit bazuar tek (19) do té kemi qé

r
Jn
1 o o\ X7
pll—X"Xx <Xx —(I)(x
n Jn
ose lim sup p@g(ﬁw - B )< x)— d)(x} =0 (1)
" R
ku (P(x) ndryshore rasti normale me pritje matematike 0 dhe matrice té variancave té barabarté me

AIAZ_] Al

lim sup
n=®eR

=0 (20)
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. D
Tregohet [shih 6] se ndryshorja e rastit N Qﬁ -p )—> N (0; AT A, A ) Atéhere sipas teoremés sé
Polya [shih 8] rrjedh se

lilgsup‘p(\/;@—ﬁ} x)— <I)(x1=0 (22)

ku q3(x) ndryshore rasti normale k - pérmasore me matrice té variancave 4,4, 4" .
Atéhere duke zbatuar mosbarazimin e trekéndéshit té distancés do té kemi

ol =5 - )
sl @ - ) ) o] sulp G - e 0e]

ku q)(x) ndryshore rasti normale k - pérmasore me matrice té variancave 4,4, A4;". Duke bashkuar
tani (21) dhe (22) shohim vértetésiné e teoremés. A

3. Simulime Le t& kemi modelin y, = x,.Tﬁ +e; ku e, =pe_ +u, péri= L,....n (24)
dhe E(u)= 0; Var(u)= ol kuu' = (ul,...,un ,ndérsa y,,X;,[3 jané pércaktuar si tek modeli (1).
Modeli i mésipérm paraqget njé proces autoregresiv té rendit té paré AR(1). Shihet lehté qé pas
zévendésimeve té njépasnjéshme kemi: e, =u; + pu, | + pzui_2 +... (25)
prej nga gjejmé E (e,. )= 0 . Duke ngritur barazimin (25) né katror nga té dy anét dhe duke gjetur pritjen

matematike té té dy anéve, do té kemi

E(e,.2)=02(1+,o2 +p4+....)=o2 l—lpz (26)
me kushtin qé ‘p‘ < 1. Njésoj marrim qé E(el.eH )= o’ 1 P T
-p
Pra modeli (24) mund té shkruhet né formén
2
y, =Bx" +e ku E(e)=0; Var(e)= . g ~3=0.Q ku
1 p pZ pn-l
o 0 1 o ... p"?
ol = ) dhe Q=|p> p 1 ... p™ (27)
pn»l pn»2 pn-3 1

pra né njé model té regresionit linear me gabime, qé nuk jané té pavarura dhe me shpérndarje té njejté.
Thjeshtojmé  problemin duke pranuar qé modeli i mésipérm ka  pamjen

v, =10.0x,, +0.4x,, +0.6x,, + e, dhe 0 = 0.0625, ndérsa matrica e ndryshores sé pavarur X &shté e
dhene. [5] Gjenerojme vlerat e vektorit u pér té vleresuar varianceet dhe devijimet standarte té
vlerésimeve té katroréve mé té vegjel ﬁ t¢ parametrave té vérteté [3. Fillimisht duhet t& gjejmé nje
matrice ortogonale C té tillé g¢ CQC” =3 ku matrica £ éshté matricé diagonale. Njé matricé e tillé
éshté matrica qé ka si kolona vektorét e normuar t¢ matricés & dhe diagonalja e matricés X, éshté e

pérbéré nga vlerat e matricés €. Pér gjetjen e vlerave té veta té matricés € pérdorim metodén e Jakobit.
Duke zbatuar até pér k = 1000 u morén vlerat e késaj matrice me njé precizion mjaf té kénaqshém. Pér

secilén vlers A, per i =L...,n t& gjetur, u gjet vektori i vet duke zgjidhur sistemin (Q - )\,I-I)X =0.U
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vu re njé diagonalizim mijaft i miré i matricés €. Mé pas u zbatua metoda bootstrap e propozuar né
paragrafin 2 . Variabilitetet (raporti i vlerés absolute té diferencés sé¢ mesatares sé vlerésimeve me vlerén e
vérteté té parametrave ndaj vlerés sé verteté té parametrave) e vlerésimeve bootstrap té marra nga 1000
zgjedhje bootstrap pér variancat dhe devijimet standarte té vlerésimeve f3 jepen né tabelat e méposhtme.

Me simbolin (i, j) éshté shénuar kovarianca midis variablit t& i-té dhe té j-té. Né té dy tabelat vihet re, né
pérgjithési, njé vlerésim mjaft i miré pér matricén e dispersioneve dhe vlerésimeve standarde té

parametrit t¢ panjohur f. Po késhtu vihet re njé¢ mungese e ndikimit t¢ p, ndérkohé qé vlerésimi
jackknife pér vlera té¢ médha t¢ 0 né vleré absolute, jep vlerésime té ekzagjeruara [3]. Megjithaté vihet re
njé vlerésim jo i miré pér (1, 2) pavarésisht nga vlera e p . Kjo sepse vlera e vérteté e parametrit (1, 2)

éshté mjaft e vogél.

p 0.999 | 0.99 0.95 0.90 0.80 0.70 0.60 0.50 0.40 0.30 0.20
(1,1 |-097 |-0.77 -0.14 | 0.12 0.27 042 0.38 0.64 0.69 0.73 0.77
(1,2) | -195 | -247 -1.36 | -0.74 | -0.46 -0.62 | -0.70 -0.88 | -091 | -0.90 | -0.89
(13) |-1.81 | -3.13 -148 | -0.69 | -0.29 -0.34 | -0.24 -0.35 | -025 | -0.13 | -0.02
(22) | 115 1.41 1.01 0.83 0.87 1.11 1.10 1.28 1.21 1.11 1.03
(23) | -0.63 | -2.08 0.20 -0.10 | -0.30 -0.20 | -0.76 -017 | 034 | -0.69 | -1.60
(3,3) |0.69 1.78 1.19 0.86 0.71 0.78 0.50 0.65 0.49 0.34 0.24

4 0.10 0.08 0.05 0.001 | -0.001 -0.05 | -0.10 -020 | -030 | -040 | -0.50
(1,1) | 0.83 0.85 -0.01 | -0.04 | 091 0.89 0.86 0.77 0.75 0.67 0.55
(1,2) | -0.87 | -0.86 -0.19 | -0.03 | -0.85 -0.93 | -1.03 -0.89 | -152 | -1.77 | -196
(1,3) | 0.06 0.08 0.32 0.00 0.12 0.13 0.14 -0.02 | 0.18 0.22 0.27
(22) | 0.96 0.95 0.44 0.84 0.92 0.90 0.89 1.03 0.83 0.72 0.53
(23) | -229 | -854 -6.83 | -8.67 | -191 -1.10 | -0.73 -1.60 | -0.11 | 0.08 0.28
(3,3) |0.18 0.17 -0.01 | 1.02 0.16 0.12 0.08 0.24 -0.56 | -014 | -0.24

p -0.60 | -0.70 -0.80 | -0.90 | -0.95 -0.99 | -0.999

(1,1) |0.40 0.25 0.09 -0.11 | -0.30 -0.73 | -0.96

(1,2) | -2.01 -1.82 -1.35 | -1.32 | -16.81 -1.37 | -1.03

(1,3) 031 0.32 0.30 0.40 0.61 0.90 0.98

(22) 10.26 -0.04 -0.31 | -042 | -0.36 -047 | -0.88

(23) |047 0.63 0.72 0.71 0.68 0.83 0.97

(33) |-034 |-043 -048 | -0.53 | -0.61 -0.86 | -0.98

Tabela 1. Variabilitet e vlerésimeve té variancave té /3 me metodén bootstrap té mésipérme.

4 0.999 | 0.99 0.95 0.90 0.80 0.70 0.60 0.50 0.40 0.30 0.20
ﬁ] -0.85 | -0.52 -0.07 | 0.06 0.12 0.19 0.17 0.28 0.30 0.31 0.33
Bz 0.46 0.55 0.42 0.35 0.36 0.45 0.45 0.51 0.48 0.45 0.42
gz 0.30 0.66 048 0.36 0.31 0.33 0.23 0.28 0.22 0.16 0.11
14 0.10 0.08 0.05 0.001 | -0.001 -0.05 | -0.10 |-0.20 -030 | -0.40 | -0.50
ﬁ”] 0.35 0.36 0.00 -0.02 | 038 0.37 0.36 0.33 0.32 0.29 0.24
ﬁz 0.40 0.39 0.20 0.35 0.38 0.37 0.37 0.42 0.35 0.31 0.23
ﬁs 0.08 0.08 0.00 0.42 0.07 0.06 0.09 0.11 -0.02 | -0.07 |-0.13
P -0.60 | -0.70 -0.80 | -0.90 | -0.95 -0.99 | -0.99
ﬂAl 0.18 0.11 0.04 -0.05 | -0.16 -048 | -0.81
Bz 0.12 -0.02 -0.17 | -0.24 | -0.20 -0.27 | -0.66
B3 -019 | -0.24 -0.28 | -031 | -037 -0.63 | -0.87

~

Tabela 2. Si tabela 1, por pér devijimet standarte té vlerésimeve té variancave té 3
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