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PERMBLEDHIJE

Né kété artikull ne trajtojmé problemin e paragitjes integrale té njé funksioni konveks. Le té jeté | njé interval né
A . Kétu, duke pérdorur integralin e Rimanit ose té Lebegut, gjejmé kushtin e domosdoshém dhe té mjaftueshém
gé njé funksion f:1—> R, téjeté konveks né |. Pér tia arritur kétij qéllimi, kemi shfrytézuar tri veti té
réndésishme té funksioneve konvekse qé kané té béjné me vazhdueshmériné dhe derivueshmériné e tyre (pohimet
(P1), (P,) dhe (Ps)). Pér té treguar se derivati i njé funksioni konveks éshté i integrueshém sipa Rimanit, na u desh té
vértetonim lemén 2.

Fjalé kyge: funksion konveks, integral i Rimanit / Lebegut

SUMMARY

In this article we address the problem of integral presentation of a convex function. Let | be an interval in £ . Here,
using the Riemann or Lebesgue’s integration theory, we find the necessary and sufficient condition for a function
f:1— R to be convex in |. In order to achieve this goal we have used three well-known facts about convex
functions dealing with their continuity and differentiability (propositions (P1) (P,) and (P3). To prove that the
derivative of a convex function is Riemann integrable, was needed to prove lemma 2.
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1. HYRIJE

Pér funksionet konvekse jané shkruar artikuj té
shumté. Kétu do té géndrojmé vetém tek aspekti
i paraqitjes sé tyre me ané té integralit té
pacaktuar, sipas formulés (1). Ky problem
shqyrtohet edhe né [1], por vetém né rastin kur si
operator integrimi merret ai i Rimanit. Kétu,
pérvecse e ritrajtojmé kété problem né njé trajté
mé té thjeshté, mé té shkurtér dhe eksplicite né
rastin kur si operator integrimi éshté ai i Rimanit,
e pérgjithésojmé até edhe né rastin kur si
operator integrimi éshté ai i Lebegut. Kjo gjé u bé
e mundur pér shkak té faktit qé kemi pérdorur
kuptimin e funksionit konveks té pércaktuar me

ané té barazimit (2), ndryshe nga [7] dhe [1], ku
ky kuptim jepet me ané té barazimit 2.

2. PERKUFIZIMI | FUNKSIONIT KONVEKS
Funksioni real f:1—> % quhet "konveks” (nga
sipér) né njé interval né 1, né qofté se
f(bxg +(1—t)x, ) < t(xq) + (1 —1)f(x5) (1)
pér ¢do dy pika x4,x, €l dhe ¢do te[O,l].

Né qofté se né mosbarazimin (1) zévendésojmé
t=1/2, pérftohet mosbarazimi

f Xl +X2 < f(X1)+f(X2) (2)
2 2
pér c¢do dy pikaxq,x; €l.
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Anasjellas, nga vértetésia e mosbarazimit (2)
nuk rrjedh vértetésia e mosbarazimit (1). Pér kété
mjafton t'i referohemi [5], ku tregohet se pér
funksionin f, té pércaktuar nga formula

(3)

fix) = xz, nése x éshté numér racional;
0, nésexéshténumeérirracional.

éshté i vérteté mosbarazimi (2), porjo (1).

Lemé 1. Né gofté se funksioni f éshté i
vazhdueshém né intervalin | dhe plotéson
mosbarazimin (3), atéheré ai plotéson edhe
mosbarazimin (2), d.m.th. f éshté funksion
konveks.

Njé vértetim interesant i kétij fakti gjendet né [6].

3. POHIME TE MIRENJOHURA PER FUNKSIONET
KONVEKSE

Né qofté se f:1—> R éshté funksion konveks,
atéheré funksioni f ka kéto cilési:

(P, ) E ekzistojné derivatet e pjesshme ' (x) e
f, (x), té cilat jané té fundme né ¢do piké xel.
Funksionet f_ dhe f, jané monotone
jozvogéluese né |, ndérkohé derivati i djathté
éshté i vazhdueshém nga e djathta, ndérsa
derivati i majté éshté i vazhdueshém nga e majta
(shih [2] ose [8]).

(P, ) Bashkésia e pikave ku funksioni f nuk
éshté i derivueshém éshté e numérueshme (shih
[2] ose [8]).

(P3) Né gofté se [a,b]cl dhe

M:max{ﬂ(a);ﬂ(b)}, atéheré pér cdo dy

pikax dhey nga [a,b] éshté i vérteté

mosbarazimi

[(x) — f(y) <Mx -]
gé do té thoté se funksioni f plotéson kushtin e
Lipshitzit (Lipschitz) [8].

Lemé 2. Né qofté se funksioni f:l1 >R éshté
konveks, atéheré derivati ' éshté i
vazhdueshém né |, me pérjashtim ndoshta té njé
bashkésie té numérueshme pikash té kétij
intervali.

Vértetim. Né saje té pohimit (P, ) derivati f’
ekziston né I, me pérjashtim ndoshta té njé

bashkésie t& numérueshme pikash E={x;,x5,..}.
Pérxel\E éshté ivérteté barazimi
£.(x) =F, (x) =F ()

Megenése funksioni f’ &shté i vazhdueshém
nga e djathta dhe funksionif] é&shté i
vazhdueshém nga e majta ( pohimit P, ), rrjedh
se derivati f' éshté funksion i vazhdueshém edhe
nga e majta edhe nga e djathta né I\ E, qé do té
thoté se ai éshté i vazhdueshém né I\E.

4. PARAQITJA INTEGRALE E FUNKSIONIT
KONVEKS

Le té jeté f:1—>R i pércaktuar né njé interval

I dhe aelnjé piké e fiksuar.

Teoremé 1. Kusht i domosdoshém dhe i
mjaftueshém gé funksioni f té jeté konveks né
intervalin | éshté gé pér ¢do x €1, ky funksion té
paraqgitet né trajtén

f(x)=C+ (.@)Tg(t)dt (4)

ku géshté funksion jozvogélues né |
dhe C konstante reale (né fakt, C=f(a) ).

(Simboli (£) para shenjés sé integralit tregon
integrim sipas Rimanit, té cilin, gjaté vértetimit,
nuk do ta shkruajmé, por do ta nénkuptojmé.)

Vértetim
»Té vértetojmé qgé kushti (5) éshté i
domosdoshém. E zémé se f éshté konveks né I.
Né bazé té lemés 2 bashkésia e pikave té
képutjes té funksionit f ka masén (sipas
Lebegut) zero. Né teoriné e integralit té Rimanit
(shih p.sh. [3]) provohet se:

- Derivati f' éshté i integrueshém sipas
Rimanit atéheré dhe vetém atéheré kur
bashkésia e pikave té képutjes sé tij, e cila éshté e
tipitF_, ta keté masén sipas Lebegut té barabarté

me zero.

- Cdo funksion f:[a,b]>R qé e ka derivatin
f" té integrueshém sipas Rimanit né
segmentin [a,b], éshté integral i pacaktuar i
derivatit té vet:

f(x) =f(a) + )j(f'(t)dt (a<x<b)  (5)

a
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Formula (6) éshté e vérteté edhe kur b<a,
d.m.th. éshté e vérteté né njé segment té
pérgjithésuar [a,b]. Megenése ¢do piké x el
mund ta pérfshijmé né njé segment té
pérgjithésuar [a,b], té tillé qé [a,b]c1, barazimi
(6) éshté i vérteté pér¢do xel.

Po té zévendésojmé né kété formulé
derivatin f'(t) me derivatin e djathté f:r(t),
formula (5) merr trajtén

f(x) = f(a) +)j(f'+ (dt  (xel) (6)
ose
f(x)=C+ )j(g(t)dt (xel) (7)

a
ku, sipas pohimit (P,), funksioni g(t)=f;(t) éshteé
jozvogélues, ndérkohé C=f(a).
»Té vértetojmé qé kushti (5) éshté i
mjaftueshém. E zémé se pér funksionin f éshté i
vérteté barazimi (5). Meqgenése integrali i

X
pacaktuar () [g(t)dt éshté funksion uniformisht

%

i vazhdueshém, rrjedh se funksioni f &shté i
vazhdueshém. Pjesa tjetér e vértetimit vazhdon
njélloj si né vértetimin e kushtit té mjaftueshém
né teoremén 2.

Teoremé 2. Kusht i domosdoshém dhe i
mjaftueshém qé funksioni f té jeté konveks né
intervalin |, éshté qé pér ¢do x el, ky funksion
té paraqgitet né trajtén

X
f(x)=C+(L)[g(t)dt, (8)
a
ku g éshté funksion jozvogélues né [a,b] dhe C

njé konstante reale (né fakt, C=f(a)).

(Simboli (£) para shenjés sé integralit tregon
integrim sipas Lebegut, té cilin, gjaté vértetimit,
nuk do ta shkruajmé, por do ta nénkuptojmé.)

Vértetim

» Té vértetojmé qé kushti (9) éshté i
domosdoshém. E zémé se f éshté konveks né
intervalinl, Nga pohimi (P;) rrjedh se funksioni f

éshté absolutisht i vazhdueshém né ¢do segment
[ab]cl. Le té jeté xel, atéheré ekziston
segmenti [a,b], i tillé gé xe[a,b]c1. N&é bazé té
teoremés sé Lebegut ( shih [4], fage 345),
funksioni fmund té shprehet si integral i
pacaktuar (sipas Lebegut) i derivatit té tij né
trajtén

X 1
f(x) =f(a)+ [f (t)dt (9)
a
Po té zévendésojmé né kété formulé

derivatin f'(t) me derivatin e djathté fJ'r(t),
formula (9) merr trajtén

f(x) = f(a) + )ff'+ (t)dt (10)
ose

f(x)=C+ )j(g(t)dt (11)

ku, sipas pohimit (P5), funksioni g(t)=f, (t) éshté
funksion jozvogélues, ndérsa C=f(a).

> Té vértetojmé gé kushti (9) éshté i
mjaftueshém. E zémé se pér funksionin f éshtéi
vérteté barazimi (9). Megenése integrali i

X
pacaktuar (£) [g(t)dt éshté funksion absolutisht i

X

vazhdueshém  (shih [4], fage 344) rrjedh se
funksioni f éshté i vazhdueshém. Pér té
vértetuar gé funksioni f éshté konveks, mjafton
té provojmeé qé ai plotéson mosbarazimin (3), pra
té provojmé gé plotéson kushtet e lemés. Pér
kété, nisemi nga ana e majté e mosbarazimit (3):

X1 + X2
2
f(mj = Ja(t)dt=
2 a
Xl + X2
xl 2 X, X,
=|| [et)dt+ [gt)dt |+| [glt)dt— [g(t)dt
a X, a X; +X,
2
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X, +X

1 2
X ) 2 X5
=—|| [ glt)dt+ [g(t)dt |+ [g(t)dt—  [g(t)dt
a x1 x1 X1-+-X2

2

Megenése funksioni g éshté jozvogélues,
atéheré mund té shkruajmé:

)(1‘\'X2
2 % X1 4Xy Xy =X;  Xq Xy Xy =X
Jglt)dt—  Jaftit |<g 12 4) 22 Lgl 12 2 22 L-0
)(1 X1+X2
2
Qé kétej rrjedh se
X X
+ 1|71 2 f(xq)+f
(222 ] <2 Yo e | ool 02),
2 2| ; " 2

cka provon se funksioni f éshté konveks né
[a,b].

Teoremé 3. Fiksojmé njé piké ael. Me anén e
operatoréve té Rimanit ose Lebegut mund té
vendoset njé korrespondencé biunivoke (njé pér
njé) midis bashkésisé ¢={p} t& funksioneve

jozvogéluese né njé interval 1<% dhe
bashkésisé F={f}té funksioneve konvekse nga
sipér né | , pér té cilét f(a)=0, sipas formulés

f(x):)j((p(t)dt (xel). (12)

Vértetim.
¢ Letéjeté ped. Megenése ¢ éshté funksion

jozvogélues né intervalin I, atéheré ai éshté
integrueshém sipas Lebegut pra, edhe sipas

X
Rimanit. Ndértojmé funksionin f(x)=[o(t)dt, ku
a
X
| éshté operator integrimi i Rimanit ose i
a
Lebegut. Nga arsyetimet qé bémé né teoremat 1
dhe 2 rrjedh se funksioni féshté konveks né
intervalin I, pra feF.
¢ Lle té jeté feF. Sipas arsyetimeve né
teoremat 1 dhe 2 mund té shkruajmé barazimin

f(x) = f(a) + ?f; (t)dt = )j((p(t)dt (xel),

ku @=f, @éshté funksion monoton jozvogélues
né 1. Késhtu, funksionit feF i pérgjigjet
funksioni @=f, €¢.

¢ Letéjeté ¢ . Megenése ¢ éshté funksion

jozvogélues né intervalin I, atéheré ai éshté
integrueshém sipas Lebegut pra, edhe sipas

X
Rimanit. Ndértojmé funksionin f(x) = [@(t)dt, ku
a
X
j éshté operator integrimi i Rimanit ose i
a
Lebegut. Nga arsyetimet gé bémé né teoremat 1
dhe 2 rrjedh se funksioni f éshté konveks né
intervalin I.

Vendosém né kété ményré njé korrespondencé
ndérmjet bashkésive. Mbetet té provojmé gé kjo
korrespondencé éshté biunivoke (njé pér njé).

¢ Le té jené f; e f, dy funksione té ndryshme

nga ¢,d. m.th. f, #f,.Shénojmé me ¢; =f'+

e @,=Ff'+ . Té vértetojmé qé o@;#@,. Né

kundért do té kishim ¢@;=¢,, d. m. th.

fi'+ =f,'+. Né [9] vértetohet se né qofté se

derivati i djathté i njé funksioni té vazhdueshém
éshté zero né njé interval, atéheré ky funksion
éshté konstant né até interval. Késhtu, né rastin
toné, megenése f; —f, éshté i vazhdueshém dhe

(f,—f,)+=0né
f, —f, =c(konst.)né 1. Ndérkoh& megenése
kemi f;(a)—f,(a)=0, rrjedh se f; —f, =0, d. m.
th f=1f ,
supozimin.

intervalin I, rrjedh se

j& gé bie né kundérshtim me
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